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Funzioni goniometriche
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Capitolo 3

(Geometria

3.1 Goniometria

3.1.1 Relazione Fondamentale

sinx +cos2z =1

3.1.2 Tangente e Cotangente: Definizioni

Definizione 32 (Tangente) tanz = 57V # 5 + krm

cos T

Definizione 33 (Cotangente 1) cotx = $2EVy # krn

sin x

Definizione 34 (Cotangente 2) cotz = —1-Va # kZ

tanx

3.1.3 Secante e Cosecante: Definizioni

1

cos &

Definizione 35 (Secante) seca =
sec: R\ {& +kr,keZ} =R

1

sin «

Definizione 36 (Cosecante) csca =
csc: R\ {km ke Z} - R

3.1.4 Formule di Addizione

sin(« &+ ) = sinacos B =+ cos asin 8
cos(a =+ ) = cosacos § F sin asin 3
__ tanadtan
tan(a + ﬁ) ~ 1Ftanatan3

t o cot BF1
cot(a £ 5) = GiBes
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CAPITOLO 3. GEOMETRIA

3.1.5 Formule di Duplicazione e di Triplicazione

sin(2a) = 2 sm QU Cos &
cos(2a) = cos? a — sin

tan(2a) = 2ize
3

sin(3a) = 3sina — 4sin® «
cos(3a) = 4cos® a — 3cosa

3tan a—tan® o
tan(3a) 1-3tan? «

2a=1-2sina=2cos2a — 1

3.1.6 Formule di Bisezione

sin(%) = +,/1=gse
cos($) = +,/1xsse

a\ l—cosa __ sina __ l—cosa
tan(Z) - :I:\/ 1+cosa = 14cosa ~  sina

3.1.7 Formule Parametriche

sina = 15

def 142
t —tanf—> cosozfl_gf2
_ 2t

tana = 1555

3.1.8 Formule di Prostaferesi

— ptq
sinp + sin ¢ = 2sin 2 cos B4 2
_ _ ptq 0 p=¢
sinp —sing = 2 cos &5 sin 2 2
cosp+ cosq = QCObLﬂ cos 54
_ _ p+q p—q
cosp — cos q = —2sin P4 sin 5

3.1.9 Formule di Werner
cosp-sing = 3[sin(p + q) — sin(q — p)]
q)

sinp-sing = [bln(p —q) —cos(p+ q)]
cosp - cosq = 5[cos(p + q) + cos(p — q)]

3.1.10 Formule di Conversione

@ Tabella 3.1 a pag.19

3.1.11 Archi Noti

@ Tabella 3.2 a pag.19



Tabella 3.3: Archi associati

GONIOMETRIA
e Sin Cos Tan
s : _ 2 tan o
sin o sin o +v1 —cos? + \/H-tlam
— a2 -1
cosa | V1 — sinla cosoz2 :I:m
o3 /1— <
tan a iﬁ :I:W tan a
v/ 1—sin? 1
cot a + sin « + \/% tan o
+- -t L +V1 2
sec o m P + tan“ o
1 1 v/1+tan?
csc o sin « + V1—=cos? a + ta:(; <
Tabella 3.1: Formule di Conversione
Rad  Deg Sin Cos Tan Cot
0 0° 0 1 0 n.e.
o150 | Y62 V62 9 3 243
Tog9e3p | V2SY2 O VIR 51 34
I 1 3 ¥ V3
o V2 V2
% 45 % ? 1 13
5 60° 5 3 V3 Ex
Sxo 67030 | MERZ NVEVR 54 2o
SpooTse | B2 Meev2 9.3 93
% 90° 1 0 n.e. 0
Tabella 3.2: Archi noti
Rad Sin Cos Tan Cot
X sin x cos T tanx cotx
T—x sinx —cosx —tanx —cotx
T+ —sinx —coszT tan x cot x
—x —sinz cosT —tanxr —cotx
2r —x | —sinx cosT —tanxr —cotx
g —x cosT sinx cotx tanx
%—l—x cosT —sinz —cotx —tanx
%7‘(‘ —x | —cosx —sinzx cotx tanx
sT+x | —cosw sinx —cotx —tancx
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CAPITOLO 3. GEOMETRIA

3.1.12 Archi Associati

@ Tabella 3.3 a pag.19

3.2 Trigonometria

3.2.1 Triangolo Qualsiasi
Area: S = %absin’y = %bcsina = %acsinﬁ

azsinﬁsin'y _ leSinasin'y _

1 2sinasinf
sin(B+v) ~ 27 sin(a+y) ~ 2

S = sin(a+03)

1
5 c

Teorema 2 (Formula di Erone) S = /p(p—a)(p—b)(p —c)

Teorema 3 (Formula di Brahmagupta o di Erone) Dato un quadri-
latero ciclico (cioe inscrivibile in una circonferenza) di lati a,b,c,d e se-
miperimetro p = L Pareq vale S = \/(p—a)(p— b)(p — ¢)(p — d);
per d = 0, in particolare, si ottiene la formula di Erone per il triangolo.

Teorema 4 (delle Corde) : AB = 2rsina

Teorema 5 (dei Seni) : =%~ = -4 = -9 =2R = %

sin o sin sin «

Proiezioni: a = bcos~y + ¢ cos 3;
b= acosvy + ccosq;
c=acos(+ bcosa.

Teorema 6 (di Carnot o del Coseno) :
a? =b% 4 c? — 2bccosa;
b? = a® + c® — 2accos B3;
c® =a?+b% —2abcosH.

3.2.2 Triangolo Rettangolo

Se a,b e ¢ sono le misure rispettivamente dell’ipotenusa e dei cateti di un
triangolo rettangolo e v , 3 e 7 sono le misure degli angoli opposti, sussi-
stono le seguenti relazioni:

b=asinf = acosy
c=asiny =acos(
b= ctan 8 = ccot~y
c=btany = bcot 3



Tavola di relazioni trigonometriche

Funzioni trigonometriche dell'angolo

sin@zz cos@zi tan9=Z cot9=£ cosec9=; sec x=

r r X y R cosx

la funzione seno ¢ dispari, la funzione coseno ¢ pari, la funzione tangente ¢ dispari.

Relazioni fondamentali

. 2 2 _sinx _ cos«
sin“x+cos x=1 tanx= cotax=——
COosS X SINn X

Espressione delle funzioni goniometriche mediante una di esse

sin COS X tan o« cot
. tan 1
sinx= sinoc +V1—cos’ t—— to—
cos & V1+tan’ « V1+cot’
1 cot x
cosx= +V1—sin’ cosn t— t—
VT =sin"« V1+tan’ « V1+4cot’ «
sin & V1—cos’ 1
tan x= * t— tan
V1—sin’« COs X cotx
V1—sin’« 4 coskx 1
cotx= — + cotx
sin & V1—cos’« tan «
Angoli associati, complementari e che differiscono di /2
sin(m —«&)=sin cos(m—o)=—cos«x tan (1T —) =—tan cot(mm— &) =—cot
sin(mm+«a)=—sin cos(1m+ o) =—cos« tan (17 + ) =tan « cot(mm+ o) =cot &
sin(2 7T —o) =—sin & tan (27T —o) =—tan o sin(—o)=—sin & tan (—o)=—tan «
cos(2m— &) =cosx cot(2 1T —a)=—cot & cos(—a)=cos & cot(—o)=—cotx
sin(1m/2— a) =cosa cos(m/2—)=sin«x tan (11/2— &) =cot«x cot(m/2—a)=tan«x
sin(1m/2+ o) =cosa cos(mm/24+a)=—sinx tan (11/24 &) =—cot « cot(mm/2+a)=—tan &

Formule di addizione e sottrazione

sin(ox=+ B)=sin & cos B+ cos xsin B cos(a+ B)=cos(x)cos(B) Fsin(cx)sin (B)
_ tanx *tan B _cotacotfF1
tan o+ f)= 1 Ftanotan B cot(a ) cot Bxcot

Formule di duplicazione, triplicazione e bisezione

. . . . _ 2tan«
sin2 x=2sinxcosx  cos’x=cos’x—sin’x=1—2sin’x=2cos’ x— 1 tanz“—m
3 3 3tana—tan’ &
sin3ax=3sina—4sin"o« cos3x=4cos’&x—3cosx tandoa=—-—7—
1—-3tan"«
sin = 1—cos«x cos X =+ 1+cosx tan =+ l—cosx  sinx _ 1—cosx
27~ 2 27~ 2 2" " Vl+cosa l+cosx  sinx
Formule parametriche
2tan & 1—tan*S 2tan &
. 2 2 _ 2
sin=—"— cosy=——— tano =
1+tan’& 1+tan’ & 1—tan’&
2 2 2
Formule di prostaferesi
sinx £sin f=2sin aiﬁcos 0(—2TB cosa-i—cosB:Zcos&chosa—_ﬁ costx—cosB:—2sinaT+Bsin%



Formule di Werner

Sil’l(XSinB:%[COS((X*[S)*COS(OH“[S)J costxcosB:%[cos(tx+6)+cos(¢x76)J sin(xcosB:%[sin(tx+ﬁ)+sin((xfﬁ)]

Teoremi sui triangoli

Triangoli rettangoli 4
b=asinp c=asiny b=ctan c=btany ; «
b=acosy c=acosf b=ccoty c=bcotp ;

Teorema di Pitagora
a’=b’+c’
Triangoli qualsiasi
Teorema dei seni a B
a b c
—=——=——"=2R
sinx sinfi siny Y
Teorema delle proiezioni b
a=bcosy+ccosf b=ccosa+acosy c=acos f+bcosx
Teorema del coseno o di Carnot
a’=b’+c’—2bccosx b’=c’+a’—2cacos ’=d’+b’—2abcosy
Altro
Sviluppo di Taylor delle funzioni trigonometriche
.99 .9 9
Sll’l9—9_?+?+ COSS—1—7+Z+
Formule di Eulero (esponenziale complesso)
) i9 _ e—i 9 9 e—i9
e**=cos9+isin 9 sing=——— cosY=——
2i 2
Funzioni iperboliche
. e'—e " _sin(i% e'+e” . sinhx e'—e ™"
sinh x= = ( ) coshx=————=cos(i9) tanhx= = —
2 i 2 coshx eg"+e*
il seno iperbolico ¢ dispari, il coseno iperbolico ¢ pari, la tangente iperbolica ¢ dispari.
Valori delle funzioni trigonometriche di angoli particolari
gradi radianti seno coseno tangente cotangente
0° 0 0 1 0 non definita
o s 1 V3 V3
30 6 2 2 3 V3
o ™ W2 2
45 2 2 2 1 1
o ™ V3 1 RE]
60 3 2 2 V3 3
T .
90° > 1 0 non definita 0
180° ™ 0 -1 0 non definita
270° %Tr -1 0 non definita 0
360° 2m 0 1 0 non definita
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