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1. ALCUNI ESEMPI DI FUNZIONI COMPOSTE



2. GENERALITA SULLE FUNZIONI COMPOSTE
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Figura 1

SianoX , Y, Z tre insiemi numerici che possiamo immaginare essere sottoinsiemi di
R.
Sia f una funzione definita ik’ a valori inY e g una funzione definita ity a valori in
Z.
Cioé
e f: XY
e g:Y -7/
chiamiamar gli elementi diX, y gli elementi diY” e z gli elementi diZ; h & lafunzione
compostadi componenti le funzionf e g.
h risulta essere definita nell'insieme dogedefinita la prima funziong(z) a valori

nell'insieme delle immagini del’'ultima funzione, l'insieni& cioé
(2.1) h: X —Z7
con

(2.2) z=h(x) = (go f)(z)



Il terzo membro si legge: ” f composto g”.

Possiamo casintetizzare il passaggio di variabile
(2.3) reEX—ly=fx)eY —=92=yg(y)eZ
che in termini di funzione composta diviene
(2.4) reX -"z=hx)ecZ

In questa ottica, le funzioni scritte dellESONE. 1 possono essere ¢aescritte:

La prima
(2.5) h(z) = Va3

diviene

(2.6) vty =fla) =272 =g(y) =y
La seconda

2.7) h(z) = sin(cos(x))

diviene

(2.8) z =Ty = f(z) = cos(x) =7 z = g(y) = sin(y)
Laterza

(2.9) h(z) =1In é

diviene

(2.10) vty = fz) = i =7z = g(y) = In(y)

Tali considerazioni portano alla seguente scrittura

(2.11) W) = (9o f)(z)

E bene notare che la si legge non da sinistra verso destra ma da destra verso sinistra

Questo perch la prima funzione da applicagla f che lavora sulla variabile e
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ci fa ottenere come immaginede= f(x); poi si applica lay alla variabiley e si ottiene

I'immaginez = g(y) = h(z) = (g o f)(x).
Dopo tale introduzione possiamo spingerci a descrivere come funzione composta la

seguente e articolata funzione
(2.12) h(x) = +/In(sin(z?))

In termini delle sua componenti diviene

(2.13)
wi-ly=fz) =2" =9 2 = g(y) =sin(y) =" t = k(z) =In(z) — u=j(t) =Vt

con

in termini formali la funzione composta

(2.14) h(z) = (jokogo f)(z)




Figura 2

le variabili delle funzioni sono

x per la funzionef

y per la funziongy

z per la funzione:

t per la funzione

x per la funzione composta

in tal modo anche funzioni molto complesse, possono essere indicate in maniera

molto semplice e sequenziale

3. DERIVAZIONE DELLE FUNZIONI COMPOSTE

Grazie agli studi di Liebniz e di Newton sappiamo derivare le funzioni composte; ad

esempio, la funzione

(3.1) h(z) = Va3

scritta in termini di funzione composta

(3.2) vl y=flr)=2" =2 =g(y) = Vy

la derivatah’(x) & data dalldondamentale regola di Liebniz

(3.3) h'(x) = g'(y) - f'(x)

E importante ricordare che nell'espressione finale si do& avere solo e soltando
la variabile = quindi a tale scopo si dova procedere ad un cambiamento di vari-
abile.

Cio si identifica nei seguenti passaggi , se



implica che

1 _:
/ a5
g(y) =5y
inoltre da
y = flz) =2
segue che
f(z) = 32°
In virt( di quanto detto nella (3.3)
/ 1 1 2
(3.4) B (z) = ST - 3x

ma nel secondo membro della (3&presente la variabilg che possiamo sostituire

cony = 23
/ 1 3\—3 2
(3.5) h(x) = E(x )23z
/ J 2
. Xr) = =X c O
(3.6) W(a)=ga7% 3
4 1 (-3+2)
(3.7) h(z) = 5% e
, 1 —s44
(3.8) B (z) = g%
/ I 1
(3.9 h'(z) = 5%®
, 1
(3.10) B (x)= 5\/5
In definitiva la derivata della funzione
(3.11) h(z) = Va3

é la funzione (3.10)



4. ESEMPI SVOLTI

4.1. La funzione
h(z) = sin(cos(x))

. Scritta in termini di funzioni che la compongono diviene

(4.1) z =)y = f(z) = cos(z) =7 z = g(y) = sin(y)

y = f(x) = cos(x)

z=g(y) = sin(y)
considerando le derivate delle funzigne f

oy = f'(z) = —sin(z)
e 2 =g'(y) = cos(y)

sapendo che

(4.2) W(x)=4g'y)- f(z)

possiamo scrivere

(4.3) h'(z) = cos(y) - (—sin(x))
ma
y = cos(x)
quindi
(4.4) h'(z) = cos(cos(z)) - (— sin(z))

(4.5) h'(z) = —sin(x) - cos(cos(x))
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4.2. La funzione

. € scomponibile in

(4.6)

4.7) z—Ty

le cui derivate sono

o fi(x)=—a""
°Jy) =,

sapendo che
(4.8)
scriviamo
(4.9)

sostituendo ag

segue

(4.10)

(4.11)

(4.12)
in definitiva

(4.13)



4.3. Lafunzione h(z) = y/In(sin(22)). scomposta diviene
(4.14)

zly = fla) =% =% 2 = g(y) =sin(y) =" t = k(2) = In(2) =) u = j(t) = V1

dove

per cui risultea

(4.15) W(x) = f'(x) - g'(y) - K'(2) - J'(t)

esplicitando le derivate delle funzioni componenti si ha

Prima di procedere con il prodotto delle derivate,ricordando che le variapit, ¢

bisogna convertirle nella variabikg procediamo con tale conversione:

Ricordando che
oy =21’
o z =sin(y)
o t =1In(z)

possiamo scrivere

o J(t) = 475 = 4(In(2))~ = 4(In(sin(y)))# = J(In(sin(z)))~F = !
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e per la (4.15) si ha

! = [22] - [cos(z?)] - ! ) 1
(4.16) W(z) = [22] - [cos(27)] [sin(x2)] 5 In(sin 22)
1) — (2 cos(z?) 1
(4.17) ) = 2l e S e
cioé
(4.18) W(z) = [22] [Ctng][m
(4.19) W(z) = 2l

24/In(sin 2:2)
4.4. La Funzione

h(x) = /22 sin(z)

. Scritta in termini di funzione composta

(4.20) z =Ty = f(z)=asin() =7 2 =g(y) = Vy
(4.21) h(z) = (go f)(x)
dove

per la regola :

(4.22) W(xz) = f'(z)- 4 (x)

calcoliamo la derivatg’(x), dove ovviamente, si deve applicare la regola di derivazione

del prodotto, che ciuiportiamo.

Se una funziong(z) & data dal prodotto di due funzioni, che per la circostanza

possiamo chiamarx) e m(x)

(4.23) f(z) =1l(x) -m(x)
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la sua derivata la si calcola secondo la regola
"La derivata del primo fattore per il secondo non derivatoil primo fattore non

derivato per la derivata del secondo fattbre

(4.24) f(x) =1U(x) -m(x)+1(z)-m'(z)

nel caso specifico indichiamo con le funziéti) e m(z)
o [(z) =2a?
e m(z) = sin(x)
per cui
o '(x) =2z

e m/(x) = cos(x)

quindi

(4.25) f'(x) =2z - cos(x) + 2? - sin(z)

Calcoliamo adesso la derivata della funziogéy)

(4.26) 2 =gy =

(4.28) h(x) = f'(z) - g'()

si ha
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1

x?sin(z)

(4.29) B (z) = {22 - cos(z) + 2% - sin(z)} - {2

(4.30) W (z) = 22 - cos(z) + 22 - sin(z)

2\/x?sin(x)

cheé la derivata cercata.



